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，　．　1－　M，／M／1（。。）における過渡状態の解析解T
　　　　　　　　　　　　　．光　　成　　豊　：明・
On　the　Transient　Behavior　o．f　the　Queuei皿g　System（1）
－Analytical　solution　of　the　transient　behaviof　of　M／ハ4／1（oo）system一
　　　　　　　　　　　　　　；　　　・　　　　　・　：’　．　　　　　Toyoaki　MITs廿NARI
　　　　　　　　　　　　　・　：　’ノ　：　　　　　　　．’Synopsis　．　　　　　　　　　．　　　’　　　　　　　　　　　　1
　　　Th・加・p・・e・f　thi・p・per　i・t・’inv・，・ig。t。　th。　t｝。n，i。’。t　b。h。∀i6，　bf。，impl。　q亡。u。
and　to　propose　the　numerical　method　of　the　transient　behavior．
　　　This　paper　gives　the　well－known　analytical　solution　method　of　the　transient　be・
havior　of　a　simple　queue・and　proposes　the　difference’equation　metho（工・
　　　The　results　are　as　follows；　．　　　　　…　　　　1　　　”　　　：　　　　　　「：
　　・（1），’The　analytical　method　proposed．bジT，L．　Saaty・is’．90metimes　not　to　applicable．
The　reason　why　fhe　analytical　solutiσn・can　not　be’calculated　is　thtit　the　restricting
condition　of　the　modi丘ed　Bessel．function　of』the丘rst　kind　exists　l　and　thaビcalculated
error　is　very　large．　　　　　　　・　　　　　　、　・．・　二
　　　（2）The　proposed　differ6nce　l　equation』method　is　apblicable，．because　the　restricting
・・ndi・i・n　d・es　n・・ex’…nd・he　cal・・1…6・i・ea・y・nd・h叫・ig－・・d　err…ssm・II・
compared　with　that　in　Saaty’s　method．　　　　　　　　　　　‘　　　　　　．・’
　1．はじめに　　　　，・・こ．，．∵・．　∵”一　．　　－t
　待ち行列理論は，電話交換の問題，道路上の交通管制の問題，需要予測等に適用されてお
り，機械工業においては，機械故障と修理員の問題，機械割当の問題，設備配置の問題，生産
工程におけるスケジューリングの問題等に適用されている。　　．　，　　・
　待ち行列理論の理論的研究は，1909年に発表されたErlang，　A．K．の論卒『，が，最初である
といわれている。その後電話交換の問題として発展をとげ，第2次大戦後0．R．活動の活発化
に伴い数多くの論文が発表されている。’ @：’　　　1　　　　　　’　　　　　　　　　　L
　待ち行列の研究の目的は，買い物客や電話回線，客待ちのタクシー，診療所の患者など∴
“行列”を作っ’て待っている現象を∫理論的に解萌し，’その行列に関してのサービ久などの対策
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ジ」　1≒
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をたてる一助にすることにある。
　ところで，多くの論文では，生産工程が定常状態（平衡状態）についての研究が行なわれて
いるが，生産工程の稼動初期の状態や平衡状態に達する前に終了してしまうような少量生産工
程の状態などのように，現実には，平衡状態に達する前に生産が終了してしまうものが存在す
る。
　これに対応する待ち行列理論の適応に対しては，過渡状態における理論研究が必要とされ
る。この点に関しては，Lerderman，　W。およびReuter，　G．E．｛5，，　Saaty，　T．L．⊂s，，Bailey，　N．
TJ．Cl）などの研究があるが，これらの研究は，理論的研究のみで数値計算など実際に適用する
場合の問題の考察がなされていない。
　本研究の目的は，過渡状態における待ち行列理論の研究のうち，とくにM／M／1（◎。），すな
わち到着の時間間隔が平均1／2の指数分布に従い，サービス窓口が1つの先着順サービスで，
そのサービス分布が平均1／μの騨分布縦し’・行列の長さは鮒限に許される待ち行列に
ついて，よく知られているSaaty，　T．Lの解析解と，　rヒ野・阪本による微分方程式にもとず
く数値解法1°｝の問題点を考察し，著者の差分方程式による数値解法を提案することにある。
2．　システムの評価尺度
　一般に，平衡状態における待ち行列システムの評価尺度としては，待ち行列の平均，系の長
さの平均，サービス窓口がふさがっている確率などがある。
　したがって過渡状態における評価尺度もこれらと対応することによって，はじめて意味のあ
るものと考えられる。そこで，本章では過渡状態と比較すべき平衡状態の待ち行列の平均と窓
口がふさがっている確率の2つの評価尺度を求めることにする。
　本論文の対象であるM／M／1（。。）システムにおいて，λを平均到着率とすると，n番目の
客とn＋1番目の客の到着時間間隔tは，いずれも同一の確率密度関数
∫ω一w駕（・〉・）
をもち，かつ到着時間間隔は，互に独立であるとする。
　またn番目の客に対するサービス時間〆は，μをサービス率とすると，いずれも同一の確
率密度関数
・（・’）一oで’嬬（・〉・）
をもち，かつサービス時間は，互に独立であるとして，その上tと〆も互に独立であると仮
定する。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　指数分布の性質から，非常に短い時間間隔間（t，t＋At）にただ1人客が到着する確率は，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　2一
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　　　　P，（t十At）　＝e－2dt（2At）
　　　　一・A・｛・一・・’＋去ω）・＋……｝
　　　　＝λzlt十〇（At）．　　　　　　　　　　Arrival
である。ここで，0（At）は，2人以上が到
着する確率は無視するほど小さいことを意
味している。
　以上のことを考慮して，平衡状態におい　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mean
て状態n（系の長さ（サービスを受けてい
る入と行列を作って待っている人の和）が　Va「iance
n）である確率をP。とすると，nがn＋
一・一一一・・□
Queue ServerDeparture
1。器黙｝。nl。、塁諮監。n
Probability　den・
sity　functionf（t）＝えe『λt
・（の一÷
・（の一圭
9（‘’）＝μe一μμ
　　　1E（tt）＝一
　　　μ
v（の一2，
　　　μ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．1M／M／1（OQ）system
1に変化する状態（客が到着して1人ふえる）は，λの割合で起こり，nがn－1に変化する
状態（サー一一一　lt．・が終了して・人減る）は，，の割合で起ど藩から，平鰍態式は次式で示され
る。　　　　　　　　　　　　　　”
　　　　2Pn－1十μPπ＋1＝（λ十μ）Pη　（n≧1）　………………・一……………　…・……・・………（1）
　つぎに，サービス窓口に客がいない（n・・O）ときは，推移できる状態は客が1人到着してサ
ービスを受ける（n＝1）という状態しかないので，平衡状態式は，
　　　　えPo＝μPL　（n＝0）　………………・9・………………・・…・……………・……・・………（2）
となる。
　この（1），（2）式が，本研究の待ち行列システムの基本方程式である。
’（2）式において，ρ一1とおくと
　　　　　　　　　　　μ
　　　　　　λ　　　　・P1＝一」PO＝ρPO
　　　　　　μ
　ここで，ρをトラフィック密度とか利用率と呼んでいる。
　また（1）式で，n＝1のときには，
　　・　2Po十μP2＝（λ十μ）P，
　この式にP、を代入して
　　　　P，－1｛（z＋μ）ρ一λ｝P。一（ρ・＋ρ一ρ）P。一ρ・P。
　　　　　　μ
となる。
　さらに（1）式で，n＝2とおいた式に，　P，，　P2を代入して，　P3＝ρ3P。が得られる。
　この操作を順次くりかえすと，結局．
　　　　Pn＝ρnPo　・・…　一・・一・…　♂・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　含含含・・・・・・・…　…・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・…　一・〈3）
となる。
　ここで，R。を求めるには，状態nになるすべての確率（S）を加えると1になるという条件
から次式が成立する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－3一
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　　　　s一熱r蕩出一聰差≡少一・
　もしρ＜1ならば，、　”
　　　　　　　1　　　　5＝－Po＝1　　　　　　1一ρ
となるので
　　　　Po　＝1一ρ　・・・・・・…　一一一・一・・・・・…　一…　一・・…・一・・・・・・・…　一一・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・一・一・・・・・…　〈4）
である。
　またρ≧1ならば
　　　　S＝（OQ）Po＝co
となり発散してしまう。
　これらのことを，生産工程に置き換えると，ρ＜1であることは，加工部品と機械設備の能
力とのバランスが保たれていることを示しており，ρ≧1ならば，加工部品が機械設備の能力
以上に到着してしまうので，滞留する部品が増大していくことを示している。
　このことから，平衡状態においては，ρ＜1という条件で生産しtgけれぽならないことにな
る。
　平衡状態における待ち行列のシステムの評価尺度としては，次のようなものが考えられる。
　〈1＞　待ち行列の平均
　　　　Lq一象（・一・）Pn一轟………・一・……………・………・一一・…・……………（・）
　＜2＞窓口がふさがっている確率
　　　　　　co　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　π＝ΣPn＝ρ…・一…………・………・・………・……・・…………・…・…………・…・…（6）
　　　　　　n＝1
　その他として，待ち時間の平均Wq，系の長さの平均L，　t時間より多く待tgされる確率P
（T＞の，待ち行列系の中で費やされる全時間の平均Wなどが考えられる。
　そこで，次章で述べる過渡状態におけるシステムの評価尺度として，〈1＞，〈2＞を用いるこ
とにした。
3．　過度状態における解析解
　待ち行列M／M／1（。。）システムにおける過渡状態に関する研究には，各種のものがあるが，
本研究では，もっとも一般的であると思われるSaaty，　T．L．の解析解8’を採用してみた。
　この方法では，時刻t＝0のときの系の長さがiであるとして，時刻tにおける系の長さが
nになる条件付き確率をPi。（のとおくと，次の結果が得られる。’
　　　　Pi・（t）＝8一α＋μ’t〔ヘズ万π一‘1・一乞（2・V’7Pt　t）＋・V’“P”n－i“’1・＋i・・（2》石の　’　・t
　　　　　　　　　　　　　co　　 　　十（1一ρ）ρπΣ》万一κlk（2v！7p　t）〕．………・……・…・…………・…・・……・・〈7り
　　　　　　　　　　　　k＝n十i十2　　　　　　　　　　　　・　　　　　　・一　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
ここで
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　　　・。（z）壽諜；；曹”
　　　　　　　（第1種変形ベッセル関数）
（7）式を数値解法するにあたって，つぎのような条件を取り来れた。
①初期条件として，時刻t＝oのとき，系の長さi＝oとする。ts．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　②システムの評価尺度は，ρによって決定されるので，ρ＝λ／μにおいて，μニ1として
　も一般性は失なわれない，このときρ＝λとなるので，（7）は次式のよう．に変形できる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P・（の＝・一‘ρ＋1’‘〔V71・（2》万彦）＋》万π一11・＋・（2＞7’）　　　・
　　　　　　　　　　　co　　　 十（1一ρ）ρπΣ》万一匙1髭（2V7診）〕・……’…一…’…’…1…………”
　　　　　　　　　　　kt＝n十2
実際の計算においては，（8）式を採用した。　　　　　　　　　　　　　　，
③確率Pn（t）が，10－8以下のときは，それ以降の確率を無視する。
　　すなあち，Pn（の≦10－8のとき，　Pn（t）＝0・とした。
　　　　　　　　　　co
　　　　　　　　　k＃n＋2
　きは，そこで計算を打ち切ってつぎに進む。
⑥利用率ρは，0．1から1．1まで0．↓，きざみにと・る。・：：∴，．
……・i8）
④（8）式において，Σ》万一燐（2・V’JP’t）の項で・怖「”㌦（2V7「のが・10’“s以下のと
　実際の計算では，条件③より，状態の数がm個の有限個となるので，時刻tにおける待ち行
列の評価尺度は，（5），（6）式よ．D．　．　ビ　．、．
　＜1＞　時刻tにおける待ち行列の平均　　・・
　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K　　　　Lq（の＝Σ（n－1）Pn（の………・………・…・…………………一…＼…………°一’…（9）
　　　　　　　n＝・1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、　＜2＞時亥ljtにおける窓口がふさがっている確率・
　　　　　　　m　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　　　π（の＝ΣPn（t）……………・・……………・…・・…………・……・……………∵・…・・…（10）
　　　　　　　n＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1となる。 　　　　　　　　　　　　　　 、
　状態の数を有限個としたために生じる誤差（ε）は；疾式に・より評価できる。
　　　　　　co　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，へな　　　　　　’　　　　・一羅（の一ΣPn（t　　　n＝O）－1一潔・（の’”……’…’°”……’…＼：’…［11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　，　本章では，許容誤差を　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　ε＜0．02
とした。
　計算した結果として，待ち行列の平均と，窓口がふさがっている確率についての’図を，図
2，図3に示す。　　　　　　　…　　一　…一一…　　一一　・一・一・・．．Ler｛
　結果から考えられるこ。とは，次の通りである。　　　　　　　　　　　　　　　’　．，
　（1）利用率ρが小さいほど，急速に平衡状態に達している。とくにρ淋0．5までは，平衡状
　　態における理論解と一致している。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　5　一
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　　　　　　Fig．2．1
Mean　number　in　queue
at．the　time－t（1）
　　　　　　Fig．2．2
Mean　number　in　queue
at　the　tiMe。t　（2）
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　　　　　　　　　Fig．2．3　Mean　number　in　queue　at　the　time－t（3）
　（2）利用率ρが0．6以上になると，平衡状態における理論解に達していない。この現象は，
　　ρが大きいほど顕著となっている。
　　　これは，確率Pn（のを10－8以下で切り捨てたための計算誤差が影響しているものと思
　　われる。
　（3）とくに，利用率ρが0．7以上では，つぎのような制約条件が存在したため，時刻tがあ
　　る程度以上大きくなると，数値解法が不可能となった。
　すなわち，第1種変形ベッセル関数を漸化式により数値解法する場合
　　　　ろω編鶴…・略ゾが大きく・・，計算脈数値・O・t一
バーフローするため，
　　　　z（＝2VTp　t）＜87．0
　つまり
　　　　t＜87．0／2布
なる制約条件が存在したため，図のように結果は途中で切れてしまっている。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　7　一
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　（unit　ti・9）
　　　　　　　　　　　　Fig．3　ProbabilitY　of　delay　at　the　time・t
使欝一回の計鞘（t　＝2°°単騨のとき）嫡約1分でh°’‘・（HITAr88°°／87°°を
　4．差分方程式．
　前章の解析解では・第1種変形ベッセル関数の数値解法に制約があるため，時刻彦が大きく
なると，計算ネ能t・h66　”　　　L
　それゆえ・著者は・つぎのような差分方程式を，直接数値計算することによって解を求める
ことを提案する。
　λを平均到着率・μを平均サービス率として，つぎの2つの確率を考える。
　（1）t＋At時点において，1単位も存在しない確率。　………・…・…・……………R。（彦＋dt）
　（2－1）　t時点において，1単位も存在せず，At間にも1人も到着しない確率。……∴…・
　　　　………………Po（t）｛1－（えztt十〇（At））｝
　（2－2）　t時点において・1単位存在し，At間に1単位がサービスを終了する確率………
　　　　……・…・……P，（t）（At十〇（At））
　ここで（1）と（2）の事象の確率は，相等しいので，次式が成立する。
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　　　　R。（彦＋At）＝R。（の（1一λAt）＋P、（t）P∠t＋o（dの…・・…・……一一………・……………〈12）
　つぎに系中にη単位存在する場合を考える。
　（3）t＋At時点において，系中にn単位存在する確率。……・…・………………・Pn（t＋At）
　（4－1）　t時点において，n単位存在し，　At間に1単位も到着せず，またサービスも終了し
　　ない確率…………・……・・…………………………・………・・…Pn（の｛1－（λ＋μ）At－0（At）｝
　（4－2）　彦時点においそ，n－1単位存在し，　At間に1単位到着する確率。………………
　　　　・・……・………Pn－1（の（λAt十〇（At））　　’　冒
　（4－3）　t時点において，n＋1単位存在　，　At間に1単位サービスを終了する確率。…
　　　　………………Pn＋1（彦）（μ∠lt十〇（∠ft））
　ここでも（3）と（4）との確率は，相等しいので，
　　　　Pn（‘十∠の＝」Pn＿i（のλ4t十’Pn（’）（1－（λ十μ）∠の十Pπ＋1（のμ∠∬t十〇（∠彦）…………（13）
となる。
　（12），（13）式において，ρ＝2／PSであるので，前章と同様にμ＝1のときは，ρ＝λであり，
また0（dt）は，無視できるほど小さいものとすると，次式に整理できる。
　　　　Po（t十∠lt）＝Po（t）（1一ρ∠ft）十P，（t）∠lt　（n＝0）・・・・・・・…　一・・一・・・・…　一・・・・・・・・・…　一一…　（14）
　　　　Pn（t十∠ft）＝Pn＿i（彦）ρ∠lt十Pn（t）（1一ρ∠tt－∠ft）十Pn＋1（t）∠ft　（n≧1）・・・・・・・・・・・・…　（15）
　（14），（15）式が，本研究で提案している差分方程式である。
　ここで，上野，阪本1°｝は，（14），（15）式において，At－Oにならしめて，つぎのような微分
方程式を求め，ルジゲ・クッタ・ギル法による数値解法を提案している。
　　　　4争1のr二・P・（の＋P・（の（n－・），．，．一．vtt－t．
　　　　学）一嗣の一（・±・即＋P・＋・（の（n≧・）
しかしながら・ルンゲ・’ウ照゜ギノレ法は噸の差分近似法鍋り・墨らし’（14）・（15）式
のように差分方程式で表現すべきものを，微分方程式に変形し，また差分近似法に直して数値
計算している過程には，無駄があると思われるb．
　また，上野らの提案する上述の方法では，解析解どの比較検討もされておらず，かつ，数値
計算ずるた当っそ，『微少時間”　At’の検討もあいまいである。＼、
　以上のような問題点を考慮しL（s一著者は，3章における解析解と比較検討するために，以下
のような条件を使った。　　　　”『”
　①初期条件として，時刻t＝0のとき，系の長さを0とする。一．
　すなわち．．＿．．∴☆．．＿＿＿一一．
　　　　Po（0）＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・｛
　　　　Pn（0）＝0　（n＝1，2，……，　m）
　②確率P。〈t＞は，10’s以下のときは，無視する。
　③利用率ρは，0．1から1．1まで，0．1きざに変化させる。　　．
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　　④　微少時間Atを0．01にとる。
　　⑤　評価尺度として，前章の待ち行列の平均（9）式，
用する。
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条件①～⑤を使って数値計算したところ，ρが0．5までは，3章の解析解と一致した値を示
した。
　　またρが0．6以上においても，途中までは同じ値を示していたので，ここでは，ρが0．6以上
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についての，時刻tにおける待ち行列の平均と窓口がふさがっている確率にっいての図を，前
章の解析解と比較して，図4，図5に示す。
　また確率Pn（のが，10’9・以下のときは，その確率を無視したために，生じる誤差は，（11）式
によって評価できるが，本章では，許容誤差を　　　　　　　　　　　　　　．：．
　　　　　　　れ　　　　ε〈1一ΣPn（の＝0．01・…・………………………・…………・…
　　　　　　　’n”O
とした。
　　　　　　　　　　m　図6に，利用率ρとΣPn（のとの関係に？いての図を示す。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れFig．6 The relation between　Utilization factor（ρ）and　probability　of　system（ΣPn（の）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝0
　結果から言えることは，3章の解析解と同様のことになるが，
　①利用率ρが小さいほど，収束が早く，平衡状態に達している。
　㊨　利用率ρが1．0以上になると2章で述べたように発散していることがわかる。
　③利用率ρが，0．8，0．9で平衡状態における理論解に一致’Lないのは，計算打ち切りによ
　　る誤差と思われる。　t　’t　　　　－一…一…・－tt
　また，ρが0．8以上において途中で図の表示が切れているのは，（16）式を満足しなくなった
め，そこで計算を打ち切ったためである。その他として，計算の切り捨てによる誤差は，利用
率ρが0．9のとき一番大きくなっている。
　これらの結果から，曽Sa鱒の解析解において；もし第1種変形ベッセル関数に関しての制限
がとりのぞけたとしても式が複雑であるので，著者の提案した差分方程式で充分に代用できる
ことが明らかになった。
　またさらに進んだM／M／Sシステムやもっと一般的なシステムでも，基本的な差分方程式
をたてることが出来れば，その差分式程式を直接解くことにより，過渡状態を解析できるもの
と思われる。
　なお，著者の方法では，r回の計算時間（t＝200単位時間のとき）は，約1分であった。
（HITAC　8800／8700を使用）。
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5．　ま　　と　　め
　以上の結果から，M／M／1（。。）システムの祷ち行列の過渡状態を解析するためには，　Saaty，
T．L．の提案した解析解によって状態変化を求めるよりも，基本的な差分方程式によって，そ
の状態変化を解析することが，利用率ρとの関係から好ましいものと考えられる。
　本研究の応用として，機械工業における工程の生産計画上必要となる加平品と機械設備との
間に生じるジ・ブシ・ップ・スケジューリング問題のうち，と≦に生産量が定常沫態に達する
までの工程の状態の把握などをする場合に適用できる。
　この場合，本研究は，単一製品を単一設備で製造する場合の先着順サービスというもっとも
単純なジョブ・ショップ・スケジューリングの問題の過渡状態の把握という非常に簡単なモデ
ル構成である。
　したがって，ここで求められた過渡状態から定常状態に達するまでの時間の関係は，ジョブ
・シ・ップ・スケジューリングでいう負荷率と対象する生産システムの安定性との関係を求め
たものといえ，単純なモデルであるので，負荷率（利用率）が大きいほど，定常状態に達する
時間が長いという直客的に思考したものと一致する。
　ジ・ブ・ショップ・スケジューリングは，多品種の製品を数種類の機械設備で加工する場合
の生産計画の方法について，優先順位を考慮した研究といえるが，待ち行列のシステムを考え
ると，到着する客が，異なった目的をもってサービスを受けにくる状態で，客によって優先順
位を変更しなければならないようなシステムと記述できる。
　現在行なわれているジ・ブ・シ・ップ・スケジューリングは，多くの場合，到着時間一定，
サービス時間一定という仮定が含まれているが，実際の工程では，到着やサービスは分布して
いる例が考えられる。
　このようなことを考えると，本研究の将来の課題としては，優先順位の変更やサービス窓口
の増加などを考えた待ち行列システムの過渡状態の解析が必要となるものと考えている。また
実際に生産工程の稼動初期の状態をシミュレーション等によって検討することも必要であると
考えている。
　おわりに，本研究に当っては，電気通信大学の本間鶴千代教授，本学機械工学科の蓮尾講
師，大滝助手の助言によるところ大であった。ここに御協力に対して感謝いたします。
　なお，計算にあたっては，本学計算センターのOKITAC－5090Mシステムならびに東京大学
大型計算センターHITAC　8800／8700システムを使用し，第1種変形ベッセル関数の数値解
法には，同センターの科学技術計算ライブラリー（MSL）を利用した。ここに付記して各セン
ターに厚く御礼申し上げます。
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